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Soluzioni degli esercizi

Soluzione Esercizio 98. L’esercizio richiede di dimostrare per induzione

che
n

> (2i-1)=n’

i=1
per ognin € N (dove abbiamo riscritto la somma dei primi n numeri dispari
nella forma > 7 (2i —1)).
Applichiamo 'induzione su n.
Caso base: se n = 1 otteniamo che la relazione in esame € vera, infatti
S (2i—1)=1=12
Ipotesi induttiva: Supponiamo che Y ., (2i — 1) = n?® ¢ soddisfatta per
un qualsiasi valore n.
Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione vale anche per n+1,
cioé vogliamo dimostrare che vale Y15 (20 — 1) = (n + 1)2.
Analizziamo quindi Z?jll (2 — 1) e mostriamo che tale quantita ¢ uguale a
(n+1)2
Possiamo notare che la sommatoria in esame puo essere ‘‘spezzata’ in due
blocchi, la sommatoria dei primi n valori e l'ultimo valore (quello di indice

n+1):
n+1 n

d2i-1)=) (2i-1)+@2n+1)-1).

i=1 i=1



Ora possiamo applicare ['ipotesi induttiva

n+1 n

d2i-1)=) @Qi-1)+@2n+1)-1)=n"+2n+1)-1)

i=1 i=1
e svolgendo 1 calcoli otteniamo quanto voluto

”Z (20 —1) = i (20 — D)+(2(n+1)—1) = n?+(2(n+1)—1) = n*+2n+1 = (n+1)2

i=1 =1

L’esercizio € completo perché si e dimostrato che la relazione vale per n =1
(caso base) e che assumendo che la relazione valga per un qualsiasi valore
(ipotesi induttiva) allora vale anche per il successivo (passo induttivo).

Soluzione Esercizio 100. Calcoliamo il minimo caso ammissibile (il mini-
mo n per cui la relazione é soddisfatta):

- se n = 1 otteniamo Zi:lﬁ = % =1 % V1 =1 quindi pern =1 la
relazione non e soddisfatta;

- sen=2 ottem'amOZi:l\/LE:%+\/L§:1+\/T5; quindi se 1+ L2 > /2

allora la relazione € soddisfatta. Verifichiamo che 1 + g > \/2:

1+ @ > /2 ¢ equivalente a 1 > g che é equivalente a 2 > V2 che ¢ vera.
Quindi n = 2 ¢ il minimo caso ammissibile.

Applichiamo 'induzione su n.
Caso base: se n = 2 otteniamo che la relazione in esame é vera, infatt
. N 2 1

abbiamo gia mostrato che Y ,_, 5> V2.
Ipotesi induttiva: Supponiamo che Y _, «/LE > /n e soddisfatta per un
qualsiast valore n.
Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione vale anche per n+1,

L . . n+l 1
cioé vogliamo dimostrare che vale Y, >Vt 1.
Possiamo notare che la sommatoria in esame puo essere ‘‘spezzata’ in due
blocchi, la sommatoria dei primi n valori e 'ultimo valore (quello di indice
n+1):

n+1

1 "1 1
D v R s}




Ora possiamo applicare ['ipotesi induttiva

n+1 n 1 \/—1
Z Vi ZEW— Vit e =V

Quindi, per completare la nostra dimostrazione, dobbiamo mostrare che

vn+ Vnr_fg > /n+ 1. A tal fine possiamo notare che:

\/ﬁ+'n+ >vn+levn>yvn+1-— n++1
n -+
1 1-— 1
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n+1
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n n

=

Dato che "T“ > \/@ e soddisfatta per ogni n > 1, abbiamo completato la
nostra dimostrazione per induzione.

(Possono esistere diversi modi di svolgere il passo induttivo, in questo caso
ad esempio si sarebbe potuto mostrare che

n+1
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Soluzione Esercizio 101. Applichiamo l'induzione su n.
Caso base: se n =1 otteniamo che la relazione in esame € valida, infatti

. . . 1 .

sostituendo 1 ad ogni occorrenza della n otteniamo Y, ,a' = a' = a e
1-a' _

aT = a.

Ipotesi induttiva: Supponiamo che Y  a' = all’_ “:

qualsiast valore n.

¢ soddisfatta per un

Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione vale anche per n+1,
nt+l 5  1—qntD)

i=1 & = a7,

Riscriviamo la sommatoria in esame come

cioé vogliamo dimostrare che vale >

n+1 n

Z al = Z at 4 a" D
i—1 i—1

e applichiamo ['ipotesi induttiva

= l-a

Infine, svolgendo i calcoli otteniamo quanto desiderato, dato che

1—a™

1—a" 1—a"+a"(1—a) 1 —at)
l-a '

+a")=a =a

(n+1) _
ta a( l1—0a 1—a

a

1—a

Soluzione Esercizio 103. Applichiamo 'induzione su n.

Caso base: se n =0 otteniamo 2° —y° =1 —1 =0 e siccome ogni numero
divide 0 (a divide b implica che possiamo scrivere b come il prodotto di a per
qualche intero e ovviamente possiamo scrivere 0 come il prodotto di qualsiasi
numero per l'intero 0), anche x —y divide 0.

Ipotesi induttiva: Supponiamo che x —y divide x™ — y™, per un qualsiasi
valore n.

Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione vale anche per n+1,
cioé vogliamo dimostrare che x — vy divide ™+t — y(+1),

Ora vogliamo riscrivere lespressione ™) — 4D in una forma in cui
compaia il termine x™ — y", in modo tale che sia possibile applicare l'ipotesi
induttiva. Possiamo notare che



ma a questo punto non sembra sia possibile sviluppare ulteriormente i termains
dell’espressione in modo utile. Possiamo pero aggiungere e sottrarre una
stessa quantita alla nostra espressione senza modificarne il valore:

zoa"—y-y'=z-a"—y-y+y-a" -y 2" =" —y) +y@" —y").
Possiamo immediatamente notare che
1. x—y divide x™—y" per ipotesi induttiva e quindi divide anche y(z™—y");
2. x —y dwvide se stesso e quindi divide anche x™(x — y).

Dato che la somma di due numeri divisibili per uno stesso intero e ancora
divisibile per lo stesso intero (dati due interi b e c tali che alb e a|c allora
b=a-k ec=a-w per qualche k,w € Z da cui seque che b+ c= (k- w)a
e quindi a|(b+ ¢)), otteniamo che x — y divide x"(x — y) + y(z™ — y") che

(1) _ gy (n+1),

abbiamo mostrato essere uguale a x
Soluzione Esercizio 105. Applichiamo 'induzione su n.

Caso base: se n = 1 otteniamo 5' +2-3°+1 =5+2+1 = 8 che ¢
banalmente divisibile per 8.

Ipotesi induttiva: Supponiamo che 8 diwide 5" + 2 - 3= + 1, per un
qualsiast valore n.

Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione vale anche per n+1,
cioe vogliamo dimostrare che 8 divide 51 2. 3((+1)=1) 1 — 5(n+1) 4 9.
3"+ 1.

Ora vogliamo riscrivere lespressione 51 4+ 23" + 1 in una forma in cui
compaia il termine 5™ + 2 - 3"~ + 1, in modo tale che sia possibile applicare
l"ipotesi induttiva. Possiamo notare che

57D 41 9.3" 4+1=5.5"+2.3-3m"1 41,

ma a questo punto non sembra sia possibile sviluppare ulteriormente i termins
dell’espressione in modo utile. Possiamo pero aggiungere e sottrarre una
stessa quantita alla nostra espressione senza modificarne il valore:

5.5"42-3-30D 411 =5.5"+2.3.3""D 4 145" 4 2.3 4] 57 _2.3007D
=4-5"+4-307) 450 42,3070 4

Per ipotesi induttiva 8 divide 5™ +2-3"V 41, quindi per completare la nostra

dimostrazione per induzione dobbiamo mostrare che 8 divide 4-5" 4431



Possiamo notare immediatamente che tale quantita é divisibile per 4 dato che
¢ uguale a 4(5" +3™=Y). Quindi 8 divide 4(5" +3™~Y) se e solo se 2 divide
(5" + 3=V, Non rimane allora che dimostrare che 2 divide (5" + 3("~1),
per ogni n € N\ 0. Sviluppiamo la dimostrazione per induzione.
Applichiamo linduzione su n.

Caso base: se n =1 otteniamo 5' +3° =5+ 1 =6 che ¢ divisibile per 2.
Ipotesi induttiva: Supponiamo che 2 divide 5" + 3"~V per un qualsiasi
valore n.

Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione vale anche per n+1,
cioé vogliamo dimostrare che 2 divide 51 4 3((n+1)=1) — 5(n+1) 4 30,

Possiamo notare che
5D 43 = 5. 5" 43307

da cui, aggiungendo e sottraendo 5" + 3"~V otteniamo
5:5"+3.30"1 = 5.5" 4330 5n 4.3 537D = 4.5 42.3( ) 45y 30,
Possiamo immediatamente notare che

1. 2 divide 5™ + 31 per ipotesi induttiva;

2. 2 divide 4 - 5™;

3. 2 divide 2 - 3",

Dato che la somma di due numeri divisibili per uno stesso intero e ancora
divisibile per lo stesso intero (vedi la soluzione dell’esercizio precedente), ot-
teniamo che 2 divide 4-5" +2 3D 45" + 301 da cui seque che 2 divide
5" + 3=V per ogni n € N\ {0}, da cui, per quanto mostrato precedente-
mente, otteniamo che 8 divide 5"V + 23" + 1, per ogni n € N\ {0}.

Soluzione Esercizio *. Applichiamo linduzione su n.

Caso base: se n = 0 otteniamo che la relazione in esame € vera, infatti
SY k- k)=0-00=0e(0+1)—1=1—-1=1-1=0.

Ipotesi induttiva: Supponiamo chey ,_, (k- k!) = (n+1)!—1 ¢é soddisfatta
per un qualsiasi valore n.

Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione vale anche per n+1,
ctoe vogliamo dimostrare che vale

n+1

D k) =(n+1)+1)=1=(n+2)! -1

k=0



Riscriviamo la sommatoria in esame come

n+1 n

D (k- k) =D (k-k)+(n+1)- (n+1)!

k=0 k=0

e applichiamo [ipotesi induttiva

n

(ke E)+m+1) - (n+ 1) =0+ D=1+ (n+1)- (n+1)

Infine, svolgendo @ calcoli otteniamo quanto desiderato, dato che

n+)=14+Mn+1)-n+1)!=n+2)n+1)-1=n+2) -1

Soluzione Esercizio Esercizio 6 del primo esonero dell’anno acca-
demico 2006/07 (compito fila A).

Applichiamo induzione su n.

Caso base:

- sen = 0 otteniamo che 2° +3° +5° =1+1+1 =3 £ 10° = 1, quindi
n = 0 non ¢ il minimo caso ammissibile (il minimo n € N che soddisfa la
proprieta);

- sen =1 otteniamo che 2! +3' +5' =2+ 3 +5 =10 < 10* = 10, per cui
n =1 e il caso base della nostra dimostrazione per induzione.

Ipotesi induttiva: Supponiamo che 2" 43"+ 5" < 10" ¢ soddisfatta per un
qualsiast valore n.

Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione vale anche per n+1,
cioé vogliamo dimostrare che vale 2"+ 4 301 4 5041 < 10(n+1)

Possiamo notare che
o+l 4 3(n+D) 4 5nH) — 9. 9n 1 3.37 1 5.5"

e (per poter applicare l'ipotesi induttiva) possiamo maggiorare tale quantita
nel modo sequente:

2.2"4+3-3"4+5-5"<10-2"4+10-3"4+10-5" =10- (2" + 3" +5").



Applicando l'ipotesi induttiva otteniamo quanto richiesto

10- (2" +3" 4 5") < 10 - 10" = 10D,

Soluzione Esercizio Esercizio 6 del primo esonero dell’anno acca-
demico 2006/07 (compito fila B).
Per come e costruito L ¢ immediato notare che le parole in L hanno tutte
lunghezza pari, dato che L é costruito partendo dalla parola di lunghezza zero
€ e aggiungendo ogni volta 2 simboli per ottenere un’altra parola in L.

|wl

Sia allora |w| la lunghezza della parola w. Applichiamo linduzione su 5+

(che é un numero intero dato che |w| ¢ pari).

Caso base: se % =0, allora |w| = 0 e quindi w = €, la parola vuota, che
per definizione appartiene a L. La parola € soddisfa la proprieta richiesta (é
banalmente vero che i suoi primi 0 simboli sono tutti 0 e gli altri tutti 1).

Ipotesi induttiva: Supponiamo che, per un valore lwl qualsiasi, tutte le pa-

2
role di lunghezza |w| appartenenti a L sono tali che i primi |2ﬂ| simboli sono
tutti 0 e gli altri tutti 1. Per come é definito L, questo significa che esiste in
L una sola parola w con queste caratteristiche (dato che per come é costruito,
L non puo contenere due parole diverse di uguale lunghezza).

Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione in esame vale anche
per %' +1, cioé vogliamo dimostrare che tutte le parole di lunghezza (|w|+ 2)
appartenenti a L sono tali che i primi ‘ZJ—‘ + 1 simboli sono tutti 0 e gli altr:
tutts 1.

Per ipotesi induttiva, esiste una parola w appartenente a L che ha lunghezza
uguale a |w| ed i suoi primi h;—l simboli sono tutti 0 e gli altri tutti 1. Al-
lora otteniamo che l'unica parola di lunghezza (Jw|+ 2) che appartiene a L
¢ w' = 0wl (per come ¢ definito L) ed é immediato notare che i suoi primi

% + 1 simboli sono tutti 0 e gli altri tutts 1.



