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Soluzione Esercizio 157. (6)

• Tavola di verità:
A B C A → C B → C (A → C) ∧ (B → C) A ∨ B (A ∨ B) → C
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da cui segue che
((A → C) ∧ (B → C)) → ((A ∨ B) → C)
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Dato che la colonna corrispondente all’enunciato in esame è composta

da tutti valori di vero l’enunciato è una tautologia.

• Tableau:

Costruiamo il tableau della formula che rappresenta la negazione del-

l’enunciato in esame. Se otteniamo un tableau chiuso la formula è

insoddisfacibile e quindi l’enunciato è una tautologia.

¬(((A → C) ∧ (B → C))→((A ∨ B) → C))

|

(A → C) ∧ (B → C),¬((A ∨ B)→C)

|

(A → C)∧(B → C), A ∨ B,¬C

|

A → C,B → C,A∨B,¬C

/ \

A→C,B → C,A,¬C A→C,B → C,B,¬C

/ \ / \
¬A, B → C, A,¬C C, B → C, A,¬C ¬A, B→C, B,¬C C, B → C, B,¬C

× × / \ ×

¬A,¬B, B,¬C ¬A, C, B,¬C

× ×

Il tableau è chiuso quindi ¬(((A → C) ∧ (B → C)) → ((A ∨ B) → C))

è insoddisfacibile. Allora ((A → C) ∧ (B → C)) → ((A ∨ B) → C) è

una tautologia.

Soluzione Esercizio 162. Riscriviamo l’enunciato A → (A ∨ (B ∧ C)) in

termini di implicazioni e negazioni, utilizzando le equivalenze logiche. Dato

che A ∧ B è equivalente a ¬(A → ¬B), l’enunciato A → (A ∨ (B ∧ C)) è

equivalente a A → (A ∨ (¬(B → ¬C))). Dato che A ∨ B è equivalente a

¬A → B, l’enunciato A → (A ∨ (¬(B → ¬C))) è equivalente a

A → (¬A → (¬(B → ¬C))).

Una dimostrazione è allora la seguente:

1. {A} ` A → ((B → C) → A) Assioma 1

2. {A} ` A Ipotesi

3. {A} ` (B → C) → A MP 1,2

4. {A} ` ¬A → (¬(B → C)) Contrapposizione 3

5. ` A → (¬A → (¬(B → ¬C))) Deduzione 4
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Soluzione Esercizio *. Potremmo risolvere l’esercizio semplicemente no-

tando che, dato che A → B è equivalente a ¬B → ¬A, l’enunciato ¬A →

(A → B) è equivalente a ¬A → (¬B → ¬A) e dato che quest’ultimo enun-

ciato è l’Assioma 1 (ricordatevi che quando utilizziamo gli Assiomi possiamo

sostituire alle occorrenze dei letterali le formule che vogliamo, purché ad ogni

occorrenza dello stesso letterale sostituiamo la stessa formula), è banalmente

valido nel sistema di Hilbert.

Se volessimo fornire una dimostrazione senza utilizzare le equivalenze logiche,

potremmo esibire la seguente:

1. {¬A} ` ¬A → (¬B → ¬A) Assioma 1

2. {¬A} ` ¬A Ipotesi

3. {¬A} ` ¬B → ¬A MP 1,2

4. {¬A} ` A → B Contrapposizione 3

5. ` ¬A → (A → B) Deduzione 4

Potremmo inoltre presentare una dimostrazione più complessa ma ugualmen-

te corretta:

1. {¬A, A} ` ¬A → (¬B → ¬A) Assioma 1

2. {¬A, A} ` ¬A Ipotesi

3. {¬A, A} ` ¬B → ¬A MP 1,2

4. {¬A, A} ` (¬B → ¬A) → (A → B) Assioma 3

5. {¬A, A} ` A → B MP 3,4

6. {¬A, A} ` A Ipotesi

7. {¬A, A} ` B MP 5,6

8. {¬A} ` A → B Deduzione 7

9. ` ¬A → (A → B) Deduzione 8
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